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Intfroduccion

¢, Os habéis preguntado alguna vez cudntas escalas o ritmos existen en la musica?

¢, Por qué se usan mads ciertas escalas o ritmos?

Para tratar de responder a estas cuestiones hemos empleado dos enfoques:
e Fisico: basado en el modelo de la balanza
e Matemadtico: basado en la nocidn de distancia entre dos conjuntos de notas.

Ambas perspectivas permiten parametrizar los conjuntos de notas segun su:
« Angulo de equilibrio (9)
« Grado de reparto (p)

Ordendndolos segun estos pardmetros como resulfado construimos los Atlas musicales:
e El Atlas Armodnico para las escalas
e El Aflas Ritmico para los ritmos.




Ademads, en el proceso de responder a las preguntas anteriores, se ha desarrollado dos
herramientas para la practica y el estudio musical:

e La Calculadora Armoénica Universal (CAU) es una herramienta que hace sencillas
muchas operaciones armonicas, como transportar escalas, construir acordes,

etc.

e El Transportador de Ritmos (TDR) es una herramienta que facilita el entrenamiento de
los desplazamientos ritmicos. Permite a cualquier persona de 3 a 103 anos tocar
ritmos sencillos, pero también ofrece a los mds inquietos unos retos desafiantes que
superar.




Historia y motivacion




Historia breve

e Junto con José Manuel Alcantara (Pep)

e Origendel TDR
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e Origen del TDR (sigue)
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e Prototipo del TDR

Rl [ PNE ST TN T Ty A Ay AR B~ AAAARTARRAAR AR AT
ce Tl T Mallt X R A AR A S AR AR AAARARAAR - E2
g "‘;.—m - RS A N S ‘o;f::._:"';;




Origen de los Atlas y de la CAU: la balanza musical y el doble disco




Conjuntos de notas

Y
conjuntos semillg




Representacion circular

. Posicion de N notas con base B:
(0]

Do#/Reb x = (xg,%1,...,n-1), x; €1{0,...,B—1}

Intervalos (en unidades de semitono):

La#/Sib \
/ V= (U07U17°°°7UN—1)7 Ui = [I[i‘H]N _x’i]B

Cadena de B bits:
2 Re#/Mib b= (by,b1,...,bp_1), b; €{0,1}
2
Ejemplo: Escala de Do mayor (B=12, N=7)
= (0,2,4,5,7,9,11)
Fa v=(2,21,2221)
b=(1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,1)

Sol#/Lab

. o

Fa#/Solb

Eijemplo: Escala de Do mayor




Conteo de conjuntos de notas

Numero de conjuntos formados por N notas, fomadas de B notas posibles:

B B\ B
N N B— N B N'(B — N)' Conteo del numero de conjuntos de notas en base 12

924

Simetria alrededor de N=B/2
Con una base B, el numero total de conjuntos es:

()

N=0

NUumero de conjuntos
o
o
o

Para B=12 hay 4096 conjuntos de notas,
compuestos de 0 a 12 notas.

4 6 8
NUmero de notas




Conjuntos semilla

Representamos todas las transposiciones de un conjunto mediante uno solo, denominado
conjunto semilla — su eleccidn es arbitraria

La estructura fundamental de un conjunto de notas es su sucesion de intervalos,
independientemente de |la posicion de las notas

l 1 .\. 11 e ) ) . 11 ./ ‘ 1
: 11 1 ./ 1 1 \. 1 11

Ejemplo: Sucesion (1, 11) = semitono, séptima mayor

Periodicidad 12




Generacion de los conjuntos semilla

15—1
Numero decimal asociado a una cadena de bits: n = E b 28 1F
k=0

Método de generacion por fuerza bruta: (Suma ponderada)

1.Generar cadenas de B bitscon N “1” |
Cadena de bits,
2.Para cada cadena: 110100000000

Calcul tod taci 011010000000,
a. Caiculidamos TOoAds SUS rotaciones 001101000000

b.Si n es Maximo entre todas las rotaciones — Es una semilla 000110100000,
'000011010000:¢

Garantiza: la posicidon 0 siempre ocupada y cada semilla es Unica 8888881?;?88

Las posiciones ocupadas estdan lo mdas cerca posible del origen 000000011010, 26
‘000000001101, 13
100000000110, 2054

; P : : ‘010000000011, 1027
Alternatfiva mads inteligente: Algoritmo de Duval 101000000001 2561

e Genera todas las semillas de bases 0 a B, una a una
e Relacionado con la ordenacion lexicografica de palabras compuestas por un alfabeto — “1"y “0”




Conteo de conjuntos semilla

Con una base de 12 notas hay un total de 352 conjuntos semilla

Nosotros realizamos un conteo numeérico

Conteo del niumero de conjuntos semilla en base 12

Existe una formula derivada del Lema de =

Burnside o Cauchy-Frobenius:

(0]
o
1

~l
o
L

e Setienen (ﬁ) configuraciones de N

elementos en B posiciones del circulo.

e Elgrupo ciclico Zg actua sobre ellas
mediante rotaciones.

e Conteo del numero de 6rbitas (clases de
equivalencia bajo rotaciones).
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Conteo de “ritmos semilla”

Crecimiento exponencial

Conteo del nimero de ritmos semilla
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Modelo de equilibrio:
la balanza musical




Torque

Es una medida de la tendencia de una fuerza a hacer
girar un objeto

—

7

|7 sin(a)

. Ejemplo: Puerta giratoria

Cuesta menos abrir una puerta al aplicar una misma fuerza,
con el mismo angulo, cuanto mads lejos del eje de giro




Situacion inicial
Todos los elementos son simétricos: disco y contrapeso

La asimetria la introduce la distribucion de bolas

La balanza se desequilibra segun la direccion del
centro de masas de la distribucion de bolas:

N N
1=1 . 1=1

—

Rem x| = —

= —
2 m
1=1

mN

F. = —megk

. . . . M
El eje de giro es perpendicular a la vertical y al vector centro de masas -

Corte transversal




|dentificacion de los torques

En la balanza musical intervienen dos tipos de torque

Bolas: "= R' x F, = —(mgRy) R x k

(2

— A

R = RyR F; = —mgk

Radio del disco Masa de la bola /

Confrapeso:

Masa del confrapeso

Corte transversal




Situacion de equilibrio

En equilibrio los forques se compensan:




Expresion de los torques

La idea es aplicar una rotacion a los vectores iniciales para obtener los de equilibrio Ra ((9)

Bolas:

Z T; ngd) ( .

N
> = Z Ra
i=1
“Operador” de rotacion: incluye productos escalares y vectoriales — Distributivos respecto a la suma

Contrapeso:

— (megR,) R x k = — (m.gR,) (Ra(e)(—/%)) x & = —megR.sin(8)i

Desarrollo 21




Angulo de equilibrio

Igualando ambas expresiones: (ngd E[X] H) cos(0)u — m.gR.sin(0)u 0

Podemos despejar el dngulo ya que la suma total de forques se encuentra en la misma direccion.

Rdm

¢ = arctan

R[x]

R. m,

La dependencia con la distribucidon de las bolas viene de
sus angulos relativos sobre la balanza: Fijados los pardmetros de la balanza, el angulo

N ! N ! de equilibrio depende solamente de la
Rlx] H — (R[x] - R[x])? = (Z Ri- Rj> — (N +2%° cos(aij)> distribucion de bolas — del conjunto de notas
1=1

i<j




Conjuntos complementarios

Las posiciones de las notas de un conjunto corresponden a las
posiciones desocupadas de su complementario

Posiciones: Cadenas de bits:
0,245 7,9 11) s=101011010101
1,3,6,8, 10) t=010100101010

=
SI

Unlon(xy) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11) Or(s,)=111111111111
(X, y)=() And (s, t) = 000000000000

Interseccion

Tienen idéntico dngulo de equilibrio: C

o[x] = 0[]

Demostracion




Medida del reparto




Reparto de un conjunto de notas

Dos conjuntos de notas con repartos minimo y maximo:

o
\'

1N\

1 O

., Como cuantificar o medir el grado de reparto?




ldea detrds de la medida del reparto

Poligono regular inscrito en el disco = Maximo reparto

Medida del reparto:

“Distancia en semitonos entre un conjunto de notas y el poligono regular correspondiente”

o
5 \ ( Distancia de 1 semitono
3 ®
.\_/ v

Triada mayor Triada aumentada (patron)

Ejemplo:




Distancia entre dos conjuntos de N nofas

. 0—0
d(x,y) = _min S(x,y; k) L

7T — 8

N—-1 g1
X y, Z dczrc xz; z—|—k]N)

1=0

0— 4

Distancia circular:
dcirc(ajia y]) — Hllﬂ(‘fl?z — yj‘a B — ‘xz — y]‘)

duire(0,7) = min(| = 7], 12 — | = 7]) = min(7,5) =




Medida del reparto

La medida del reparto debe ser intrinseca al conjunto de notas X = Tomamos la minima distancia
del poligono regular P a cualquier transposicion de X

P — Posiciones del poligono regular

p@' — Una posicion puede ser fraccionaria

Rj (X) — Rotacion de J-posiciones del conjunfo X
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Ejemplos de maximo equilibrio y reparto

Mdaximo equilibrio Mdaximo reparto
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Complementarias Complementarias




Ejemplos de maximo equilibrio
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El Atlas Armonico

El Atlas Armdnico contiene todas las posibles escalas musicales desde una sola nota
hasta la escala cromatica (12 notas).

LEYENDA DEL ATLAS ARMONICO

Indice de ordenacién

/\

: 5 Coordenadas:
1.angulo (en grados)
2. grado de reparto (en semitonos)

Intervalo en semitonos ~_
“ h {4 Centro de masas
Nota dispuesta en el circulo > 0 , (direccion de desequilibrio)

Nombre del conjunto > Xaum X- X

0.00° 0.00 7.34° 1.00 D S

El Atlas Armonico y la CAU utilizan la misma representacion circular de las notas. Por eso
la CAU es el complemento ideal del Atlas Armonico.




El Atlas Ritmico

El Atlas Ritmico recoge todos los ritmos desde un compds de dos subdivisiones hasta doce
subdivisiones. Los compases desde trece hasta dieciséis limitan a 80 ritmos por seccion.

Numero de elementos tocados

Descripcién del compas _ ,_ ,
(nimero de subdivisiones) —>[8[3[1] « Indice de ordenacion

(en rojo para los tres primeros)

Identificador Elemento tocado

Leyenda del Atlas Ritmico

Separador de secciones

El Atlas Ritmico y el TDR utilizan la misma representacion horizontal de las notas. Por eso el
TDR es el complemento ideal del Atlas Ritmico.




Aflas Armodnico

Aflas Ritmico
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Herramientas musicales




La Calculadora Armonica
Universal (CAU)

La CAU es una herramienta de mesa
para el estudio de las proporciones
armonicas.

La CAU complementa de modo prdactico
el Atlas Armonico.

Vamos a ver dos videos
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El Transportador de Ritmos (TDR)

El TDR sirve para desplazar un ritmo semilla de subdivision en subdivision. Vamos a ver un video.




Conclusiones




Conclusiones

« Hemos explorado una faceta de la musicq, utilizando modelos fisico-matemdaticos.

e Los atlas ofrecen una ordenacidon que parece estar en concordancia con el uso habitual
de las escalas musicales en las culturas y la historia

e Quedan preguntas abiertas:
o ¢ Por qué el equilibrio y reparto parecen ser criterios de ordenacion adecuados?
o ¢ Por qué no tienen el mismo equiilibrio y reparto los conjuntos a partir de 4 notas?
o ¢EXiste una relacion entre ambos criterios?
o ¢ Qué ofros criterios de medida del reparto existen?

o Aungue hemos contado y clasificado conjuntos de notas y ritmos, su estudio efectivo para
alguien dedicado a la musica puede ser inagotable

e Las herramientas son una creacion del “Entorno Bigrama” con licencia en codigo abierto
para futuras colaboraciones.
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Conjuntos semilla

El nimero de transposiciones unicas de un conjunto semilla coincide con el periodo de su estructura
intervalica

P U U
N NN NN NN NN
COCEDCHCC I DC D)

Eijemplo: (4, 4, 4) = Periodo 4 semitonos

ﬁA_\ﬁ/\_\,_/\_\
/\ /\ //\\ TN \/ TN TN \/ NN,

Eiemplo: (3, 1, 3, 1, 3, 1) = Periodo 3+1=4 semitonos




Roftacion y suma de torques

Expresion general de la rotacion:

R;(0)0 = u(u - U) + cos(0)(u x ¥) X 4+ sin(6)(u x v)

Aplicada a nuestro caso:

-~

\ . J/ NG

Ra(0)R[x] = (4 - fz[x]) 4+ cos(0) (4 x R

A

— cos(0) R[x] — sin(0)k

La suma de torques queda:

Corte transversal




Contfrapeso

Aplicacion de la rotacion:

La expresion del torque resulta:

A

7 = (megR,) (cos() (k x k) +sin(0) (R[x] x k))

Corte transversal




Conjuntos complementarios: dngulo de equilibrio

R
«9=arctan< a 1 ||>
CmC

Para un conjunto y su complementario: Por simetriqg, la suma para todas las B

__ posiciones es nula:
XMNX=J

B—-1

=) _Hli

1=0

Rlx]|| =
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